Fisica. EUAT. Armaduras Pilar Aceituno Cantero

5. Armaduras

5.1.- Definicién de armadura

Una estructura de barras unidas por sus extremos de manera que constituyan
una unidad rigida recibe el nombre de armadura. Algunos ejemplos son los puentes,
los soportes de cubiertas o las gruas.

Aqui nos limitaremos al estudio de armaduras planas, es decir, aquellas en que
todos los miembros que la forman se encuentran en un mismo plano. Entonces,
consideramos que todas las fuerzas estan en el plano xy, y que los momentos de las
fuerzas estan en la direccion z. Esto nos permite omitir el caracter vectorial en las
ecuaciones del equilibrio, que quedan reducidas a tres: la suma de las componentes
x e y de las fuerzas, junto con la suma de los momentos de las fuerzas con respecto
a algun punto de la armadura.

También suponemos que las armaduras son estructuras estaticamente
determinadas o isostaticas: que solamente tienen las ligaduras necesarias para
mantener el equilibrio.

El objetivo sera la determinacion de las fuerzas internas en la armadura, es
decir, las fuerzas de accion y reaccién entre los elementos o barras que la forman.
Nos basaremos en la hipétesis de que todos los miembros de una armadura son
miembros de dos fuerzas, es decir, que cada uno se encuentra en equilibrio bajo la
accion de dos unicas fuerzas, aplicadas en sus extremos, que seran iguales,
opuestas y colineales. Para ello, tendremos en cuenta que todas las fuerzas
externas deben aplicarse en las uniones entre las barras (en los nudos).

5.2.- Método de los nudos

Las ecuaciones del equilibrio se aplican a los pasadores de las uniones. En
cada nudo se consideran las fuerzas
externas aplicadas junto con las fuerzas
de reaccion correspondientes a las

_ Fac fuerzas internas en las barras.

A B Dado que Ilas fuerzas son

concurrentes, no hay que considerar la

suma de momentos sino solo la suma
e de componentes x e y de las fuerzas.
O ~—f o 1— = [Estas ecuaciones se aplican en primer
A Fa Fre F,s  lugar a un nudo que contenga solo dos
incognitas y después se van aplicando

Figura 5.1 a los demas nudos, sucesivamente.

C

Convencionalmente, se consideran positivas las fuerzas internas en las barras
cuando salen hacia afuera (traccion) y negativas si van hacia el interior
(compresion).
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5.3.- Barras de fuerza nula

Las barras de fuerza nula son aquellas en que las fuerzas internas son cero. En
algunos casos se pueden identificar sin necesidad de realizar ningun calculo, como
por ejemplo en las uniones con forma de T (Figura 5.2). En este tipo de uniones
tenemos dos barras en la misma direccion y una tercera barra formando un angulo
o con la direccién de las otras dos.

Al analizar el nudo de la

D Fep union, encontraremos dos fuerzas
en la misma direccion y con
o sentidos opuestos, y una tercera
fuerza formando un angulo o con
A B c Fas B Fec la direccion de las otras dos. No
debe haber mas fuerzas aplicadas

Figura 5.2 en el nudo considerado.

Mediante las ecuaciones del
equilibrio podemos comprobar que, en este caso, la tercera fuerza debe ser nula.
YFy=—Fag + Fgc + Fepx cosa =0
XFy=Fgpxsena=0
de donde
Fep =0/ sena.

Como sena. es distinto de cero, Fgp debe ser nula y la barra BD es una barra de
fuerza nula.

5.4.- Método de las secciones

Las ecuaciones del equilibrio se aplican a una parte de la armadura. Se corta la
armadura por las barras cuya fuerza nos pide el problema, o por las barras mas
proximas a ellas.

En el diagrama de solido libre de la
seccion considerada se tienen en cuenta las
fuerzas externas aplicadas en esa parte de la
armadura, y las reacciones correspondientes a
las fuerzas internas de las barras que se han
partido.

En este caso si hace falta considerar las
tres ecuaciones del equilibrio: la suma de los
momentos de las fuerzas con respecto a algun
- punto, junto con la suma de componentes x e y
de las fuerzas.

Debe tenerse en cuenta que si se
cortasen mas de tres barras tendriamos mas
de tres incognitas, y no seria posible resolver el problema sélo con las ecuaciones
del equilibrio.

Figura 5.3
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5.5.- Problemas resueltos
Problema 5.1

Considerar la armadura de la Figura 5.4. Determinar la fuerza en cada miembro
mediante el método de los nudos, cuando F =5

R F_ kN y la distancia AC es de 3 m.
Solucién
A 60° 30° C
/\ @ 1) Dibujamos el diagrama de sdlido libre de la
armadura completa (Figura 5.5), para encontrar
las reacciones en los apoyos mediante las
Figura 5.4 ecuaciones del equilibrio.
F SFy=A«+F=0
A = >Fy=Ay+Cy=0
Th dtc EMa=@Bm)xCy-hxF=0
o Ar=—-F=-5kN
AX Ay = - Cy
Figura 5.5 y la altura del triangulo (h) se puede obtener por

trigonometria:
d =(3 m)xcos30°=2.598 m
h=dxsen30°=1.299 m
MA=(Bm)xCy—(1.299m)x (5kN)=0
Cy=(1.299 m) x (6 kN) /(3 m) =2.165 kN
Ay =—-2.165 kN.

2) Con estos datos, podemos separar las barras y los pasadores, aplicando las
ecuaciones del equilibrio a cada nudo (pasador).

A u Fas Para el nudo A (Figura 5.6) tendremos:
" . YFy = Ax+ Fac + Fagx cos60° =0
i Ac Fac XFy = Ay + Fagxsen60° =0
Figura 5.6 de donde

Fag=—Ay/sen60°=2.165 kN /0.866 = 2.5 kN
Fac=— Ax— Fag X cos60° = 5 kN — ((2.5 kN) x cos60°) = 3.75 kN
Sélo falta calcular la fuerza interna en la barra BC para lo cual analizamos otro
de los nudos, por ejemplo el nudo C (Figura 5.7):

Fsc c ZFX = - FAC - FBC X cos30° = 0,
‘—\ Y 2Fy=Cy+ Fgcxsen30°=0
Fro © X dedonde
Figura 5.7 Fec = —Fac/ cos30° = -3.75kN / 0.866 = — 4.33 kN

Con ésto ya tenemos las fuerzas internas en las tres barras
que forman la armadura. Podriamos utilizar el nudo B para comprobar los resultados.

3
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3) Los resultados obtenidos son:
Fag = 2.5 kN (traccion)

Fac = 3.75 kN (traccion)
Fec=—4.33 kN (compresion).

Problema 5.2

Para la armadura de la Figura 5.8, hallar la fuerza en las barras AD, DE y EC, por el
método de los nudos, cuando F1 =6 kN, F>. =4

D E . kN y cada barra mide 5 m.
o 2

A B c Solucion

‘A_\ ¢ F, r—@‘ 1) Dibujamos el diagrama de sodlido libre de la

armadura completa (Figura 5.9), para encontrar
las reacciones en los apoyos.

Figura 5.8
A, L . SMa = (10m) x C, — (5m) x F1 —h x F2 =0
! y
A= ¢ ' de donde,
g Fi Ay=—F,=-4kN

y la altura del triangulo (h) se puede obtener por
Figura 5.9 trigonometria:
h=(5m) x sen60°=4.33 m.

3Ma = (10 m) x C, — (5 m) x (6 kN) — (4.33 m) x (4 kN) = 0
Cy = ((5 m) x (6 kN) + (4.33 m) x (4 kN)) / (10 m) = 4.732 kN
A,=—C,+Fy=—-4732kN +6 kN = 1.268 kN

2) Con estos datos, podemos separar las barras y los pasadores, aplicando las
ecuaciones del equilibrio a cada nudo (pasador).
LY Para el nudo A (Figura 5.10) tendremos:

A, Fap
____M»»____ YFy = Ax+ Fag + FApx cos60° =0
A

' A, Fas X ZFy = Ay + Fapxsen60° =0
Figura 5.10 de donde

Fap = —Ay /sen60° = —1.268 kN / 0.866 = — 1.464 kN
Fag=— Ax— Fapx cos60° = 4 kN + (1.464 kN) x cos60° = 4.732 kN.

A continuacion tomamos otro nudo para aplicar las ecuaciones del equilibrio.

El nudo B tendria tres fuerzas desconocidas, como tenemos soélo dos ecuaciones no
seria posible encontrar sus valores. Con el nudo D no existe ese problema ya que
las incognitas son solo dos (Figura 5.11).
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ry YF, = — FapXx cos60° + Fpg X cos60° + Fpe=0
>Fy = - Fapx sen60° — Fpg x sen60° = 0

""" ; “777% "~ dedonde
E : FDB = - FADX sen60° / sen60° = 1.464 kN
AP F Foe = Fap X cos60° — Fpg X cos60° =

= (- 1.464kN — 1.464kN ) x cos60° = — 1.464 kN
Figura 5.11
Con ésto ya tenemos las fuerzas en dos de las barras
que nos pedia el problema (AD y DE), para encontrar la fuerza en la tercera barra
'y (EC) podemos usar tanto el nudo E como el nudo C pues en

Fec c ambos casos tendriamos dos incégnitas.
Y Tomemos, por ejemplo, el nudo C (Figura 5.12).
Fec C X SF.=—Fac - Fecx cos60° = 0
' ¥F,=Cy + Fecxsen60° =0
Figura 5.12
de donde

Fec=—-Cy/sen60° =—-4.732 kN / 0.866 = — 5.464 kN
Y no hace falta calcular la fuerza Fgc ya que no lo pedia el problema.

3) Los resultados obtenidos son:
Fap=— 1.464 kN (compresion)
Foe=— 1.464 kN (compresion)
Fec = — 5.464 kN (compresion).

Problema 5.3

Identificar todos los miembros de fuerza nula de la armadura de la Figura 5.13,
H razonando la respuesta.

J ,
F - G Solucién

A E 1) Observando la armadura podemos ver que los nudos
A B c p B B y D presentan uniones en forma de T sin fuerzas
externas aplicadas.

Figura 5.13 Podemos deducir que las barras BJ y DG seran barras
de fuerza nula.
'y Para comprobarlo, separamos uno de los nudos, por

ejemplo el nudo B (Figura 5.14), y planteamos las

F ) . ;
B ecuaciones del equilibrio correspondientes.
O F " Fee X
- T SFx=—Fpg + Fac=0
ZFy = FBJ =0
Figura 5.14
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Como no hay ninguna otra fuerza en la direccién y, la fuerza Fg, tiene que ser nula, y
la barra BJ es de fuerza nula.
Lo mismo sucede con el nudo Dy, por tanto, la barra DG es de fuerza nula.

2) Al tener en cuenta que la barra DG es de fuerza nula, vemos que en el nudo G
volvemos a encontrar una union en T. Para verlo mas
facilmente, podemos tomar como eje x la direccion de las dos
fuerzas opuestas (Figura 5.15).

YFy=Fge — Fgy + Fecx cosa =0
>Fy=—-Fgcxseno = 0.

Fec =0/ sena
Ya que sena es distinto de cero, Fgc debe ser nula y la barra
Figura 5.15 GC es una barra de fuerza nula.

En el nudo J la situacién es diferente, ya que hay una fuerza externa aplicada, F. Al
hacer la suma de componentes y tendremos mas contribuciones, por lo que la barra
JC no sera de fuerza nula.

3) Las barras de fuerza nula encontradas son BJ, DG y GC.

Problema 5.4

Identificar todos los miembros de fuerza nula de la armadura de la Figura 5.16,
razonando la respuesta.

Solucioén

A E 1) Observando la armadura, buscaremos los

/\ B C D & nudos que unan tres barras, presentando

uniones en forma de T, sin fuerzas externas
aplicadas.

Figura 5.16

Para este caso, los nudos que cumplen los
requisitos son: F, G, H, J. Podemos deducir entonces que las barras FB, GC, HC y
JD seran barras de fuerza nula, de acuerdo con el razonamiento del problema
anterior. Una vez eliminadas estas barras, podemos ver que también la barra LC es
de fuerza nula.

Problema 5.5

Para la armadura de la Figura 5.17, hallar la fuerza en las barras LM, CD y HD,
mediante el método de las secciones, cuando F1 = 6 kN, F, =4 kN y las longitudes
de las barras son:
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F, AB, DE, 3 m
BC, CD, KL, LM, 5m
K L Y M BK, CL, DM, 5 m.
F G J
A E Solucion
—A—‘ B c D @» 1) Dibujamos el diagrama de sdlido libre de la
Y .
F4 armadura completa (Figura 5.18), para
encontrar las reacciones en los apoyos.
Figura 5.17
F2 ZFX = AX = 0
Y XMa = (16m) x Ey — (8m) x F4 —
Ay —(13m)xF,=0
Ey
(16 m) x E, = (8 m) x (6 kN) +
Z + (13 m) x (4 kN) =100 kN m
X Y Ey =100 kNm /16 m = 6.25 kN
=—-6.25kN + 6 kN + 4 kN = 3.75 kN
Figura 5.18
2) Una vez obtenidas las reacciones en los
\ apoyos, cortamos la armadura por las barras cuya fuerza nos
! pide el problema, o por las mas proximas a ellas (Figura 5.19).
- - A continuacién, dibujamos el diagrama de solido libre de la
| RN seccion de armadura que nos interesa (Figura 5.20).
Figura 5.19 ZFX =— FCD — FLM — FHD x coso =0
ZFy = Ey— Fo+ Fapxseno=0
Fa SMp=(Bm)xFm+(@Bm)xE, =0
Fiwm y M El angulo o se puede obtener por geometria: como las
barras LM y MD miden lo mismo (5 m), el angulo tiene que
Fro Ey ser de 45°.
Feo 2 \
D E De la segunda ecuacién ya se puede obtener una de las
fuerzas.
Figura 5.20 Fruo= (F2— Ey) / send45° = (4 — 6.25) kN / 0.707 =

=—-2.25kN/0.707 =-3.182 kN

De la ecuacion de los momentos obtenemos otra de las fuerzas.
Fim=—Bm)xEy,/5m=—-(3m)x(6.25kN)/5m=-3.75kN

de donde,

Fcp = — Fum — Frap x cos45° = 3.75 kN + (3.182 kN) x cos45° = 6 kN
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Podemos comprobar los resultados tomando la otra parte de la armadura (Figura
5.21) y aplicando una de las ecuaciones del
A, \\iFLM equilibrio. Dado que la barra CH es de fuerza nula,

la fuerza en la barra LH es igual a la fuerza en HD.
I:HD

>F, = A, — Fy — Frpx seno. = (3.75 — 6 + 2.25) kN = 0

Y

™ Fco

z

Ve vemos que la igualdad se cumple.

Figura 5.21 También podemos comprobarlo con otra de las
ecuaciones:
ML =B M) XFcp+(BM) XA -8B mM)xA;=(5m)x6kN-(8m)x3.75kN=0
Como queriamos comprobar.

3) Los resultados obtenidos son:
Fum=—3.75 kN (compresion)
Fcp = 6 kN (traccion)

Frp = — 3.182 kN (compresion).

Problema 5.6
Para la armadura de la Figura 5.22, hallar la fuerza en las barras BC, BF y FC,

E F G mediante el método de las secciones, cuando
F1 =6 kN, F2 =4 kN y la longitud de cada

W una de las barras es de 5 m.
A D

O e

Solucién

1) Dibujamos el diagrama de sélido libre de la
armadura completa (Figura 5.23), para

encontrar las reacciones en los apoyos.

A p, ZFx=A=0
N ZFy=Ay+Dy—F1—F2=O,

Figura 5.22

A l ‘ >Ma =(15m) x Dy —(5m) x F1 —(10m) x F2 =0
F, F,
(15 m) x Dy =
Figura 5.23 =(B5m)x(6kN)+ (10 m)x (4 kN) =70 kN m

Dy=70kN m /15 m =4.667 kN
Ay=-Dy+Fi+F,=-4.667 kN + 6 kN + 4 kKN = 5.333 kN

2) Una vez obtenidas las reacciones en los apoyos, cortamos la armadura por las
barras cuya fuerza nos pide el problema (Figura 5.24), o por las mas préximas a
ellas.
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' A continuacion, dibujamos el diagrama de sélido libre
' de la seccidén de armadura que nos interesa

M (Figura 5.25).

+ * Los angulos son todos de 60° por ser
todos los triangulos equilateros.

YFy=Ax+ Fgr + Fgc + Fge x cos60° =0
XFy,=Ay—-F4+Fgrxsen60°=0
ZMB=—hXFEF—(5 m)xAy=O

la altura del triangulo (h) se puede obtener por
trigonometria:
h = (5 m)x sen60° =4.33 m.

IMs = — (4.33 m) x Fer — (5 m) x (5.333 kN) = 0

Figura 5.25

Fer = —26.665 kN m/4.33 m=-6.158 kN
Fer = (- Ay + Fq) / sen60° = (— 5.333 kN + 6 kN) / 0.866 = 0.770 kN
Fec = — Ax— Fer — Ferx c0s60° = 6.158 kN — (0.770 kN) x 0.5 = 5.773 kN

Con ésto ya tenemos dos (Fgr, Fec) de las tres fuerzas que nos pedia el problema.
Para calcular la fuerza que falta (Frc) tenemos que utilizar uno de los nudos
proximos al corte de la armadura, el nudo F (Figura 5.26).

Yy
>Fy = — Fer— Fgex c0s60° + Fec x c0s60° + Feg=0
Fer gl Feo TF, = — Fgr x 5en60° — Fec X sen60° = 0
/\ * de donde
Fer ' Fre Frc = — Ferx sen60°/ sen60° = — 0.770 kN
Fiqura 5.26 Podemos comprobar los resultados tomando la otra
“ parte de la armadura (Figura 5.27) y aplicando una
Fer de las ecuaciones del equilibrio.

Far D, ZFy = — Fgrx sen60° - F, + Dy =
F =—(0.770 kN) x 0.866 — 4 kN + 4.667 kN =0
BC —= |

, o también,
Mg =—-hXxFgc — (25m) X Fo+ (7.5m) X Dy =
Figura 5.27 =—(4.33m) x (6.773 KN) — (2.5 m) x (4 kN) +

+ (7.5 m) x (4.667 kN) =0
Como queriamos comprobar.

3) Los resultados obtenidos son:
Fer = 0.770 kN (traccion)
Fsc = 5.773 kN (traccion)

Frc =—0.770 KN (compresion).
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Problema 5.7

Para la armadura de la Figura 5.28, hallar la fuerza en las barras BC, BG, BF y FG,
mediante el método de las secciones,

Fa considerando los datos siguientes:
Fi G l F;  F1=5kN
F2 =4 kN
F3 =10 kN.
La longitud de las barras BC, CD, CG es de 4
m.
A Las barras AB, BF, DE, DH tienen la misma
longitud.
Figura 5.28 Los angulos FGB y DGH que forman las barras

FG-BG y DG-GH, respectivamente, son de 30°.
Solucién

1) Dibujamos el diagrama de sdlido libre de la armadura completa, para encontrar las
reacciones en los apoyos (Figura 5.29).

Los angulos o, B, y y son datos del
problema: Si las barras BC-CG y AB-BF
son iguales y forman un angulo recto, o
sera de 45° El angulo B es de 30° Y el
angulo y sera la diferencia 90°-(a+j), es
decir, 15°.

El angulo que forma la fuerza F3; con la
horizontal sera de 90°-15°, es decir de 75°.

Figura 5.29

XFy=Ex— F3xcos75° =0
XFy=Ay+E/ -Fi-F2-F3zxsen75° =0
ZME=2h1X(F1—Ay)+h1XF2+h3X(F3XCOS75°)=O

Para resolver las ecuaciones del equilibrio necesitamos calcular primero algunas
distancias (Figura 5.30).

hs = (4 m)/ cos45° = (4 m)/0.707 = 5.658 m

hs = hs / cos30° = (5.658 m) / 0.866 = 6.533 m

hs = hs x sen30° = (6.533 m) x 0.5 = 3.266 m

h, = hg x sen45° = (3.266 m) x 0.707 = 2.309 m

hs =2h; =2 x(2.309 m)=4.618 m

hi=hy+ (4 m)=(2.309m)+ (4 m)=6.309m

comprobamos:

hy = hs x cos15° = (6.533 m) x 0.966 = 6.31 m
h3 = h1 - (h5 X sen15°) =

(6.309 m) — (6.533 m x 0.259) =4.617 m

Figura 5.30

La igualdad se cumple con una precision de la tercera
cifra decimal. Ahora ya podemos resolver las ecuaciones del equilibrio planteadas
antes.

10



Fisica. EUAT. Armaduras Pilar Aceituno Cantero

2h; X(F1 —Ay)+ hi xFs + h3X(F3XCOS75°)=0

hi x (2F1 + F2)+ hs x (F3 X COS75°) =2hq x Ay

(6.309 M) x ((2 x 5kN) + (4 kN)) + (4.618m) x (10 kN x 0.259) = (6.309 m) x 2A,
(88.326 kN m) + (11.961 kN m) = (6.309 m) x 2A,

A, =100.287 KN m/12.618 m = 7.948 kN

E,=F + F, + (F3 x sen75°) — A, =

= (5 kN) + (4 kN) + (10 kN x 0.966) — 7.948 kN = 10.712 kN
Ex=F3 x cos75° = (10 kN) x 0.259 = 2.59 kN

2) Una vez obtenidas las reacciones en los apoyos, cortamos
la armadura por las barras cuya fuerza nos pide el
problema, o por las mas préximas a ellas (Figura 5.31).

A continuacion, dibujamos el diagrama de solido libre de la
seccidn de la armadura que nos interesa (Figura 5.32).

Figura 5.31
F, >Fy = Fgc + Feex c0s45° + Fggx cos15°=0
Fre YF, = A, - F1 + Fag x sen45° + Frg x sen15° = 0
_ Fea ZMB = h2 X (F1 - Ay - FFGX sen15°) -
- (h3/2) X Frgx cos15° =0

hs 1 A Fec
o de donde,
H}"'l hz X (F1 — Ay — Frs X sen15° — Feg x c0s15°) = 0
2 Fre X (sen15° + cos15°) = Fq — Ay
Fre = (F1—A)) / (sen15° + cos15°)
Frc = (5 kN —7.948 kN) / (0.259 + 0.966) =
= (—2.948 kN) / 1.225 = — 2.407 kN

Figura 5.32

FBG = (F1 - Ay - FFG X sen15°) / sen45° =

= (5 kN — 7.948 kN + (2.407 kN x 0.259)) / 0.707 = — 2.325kN / 0.707 = — 3.289 kN
Fsc = — Fee X c0s45° — Frg x cos15° =

= (3.289 kN x 0.707) + (2.407 kN x 0.966) = 2.325 + 2.325 = 4.650 kN

Para calcular la fuerza que falta (Fgr) tenemos que utilizar uno de los nudos
préximos al corte de la armadura, el nudo B o el nudo F.
Tomamos, por ejemplo, el nudo B (Figura 5.33).

FBF

Yy Feo SF,. = Fac + Fag X c0s45° — Far X COS45° —
— Fag X cos45° =0

F
______ o >Fy = Feg X sen45° + Fgr x sen45° —
'B X —Fagxsen45® =0
FAB I
de donde
o — =
Figura 5.33 sen45° x (Fgg + Fgr— Fag) = 0

Fec + Fer—Fag =0
—3.289 kKN = — Fgg + Fag
Fec + Fag X c0s45° = Fge x cos45° + Fag X c0s45°
4.650 kN + (— 3.289 kN x 0.707) = (Fgr + Fag) x 0.707

11
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2.325 kN /0.707 = 3.289 kN = Fgr + Fap
con lo que tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:

3.289 KN = Fgr + Fag

3.289 kN = FBF— FAB
sumando las dos ecuaciones,
3.289 kN + 3.289 kKN = 2 x Fgr
Fgr = 3.289 kN

Podemos comprobarlo aplicando una de las ecuaciones del equilibrio al otro nudo, el

F (Figura 5.34),.

I:FG

YFx = Fre X c0s15° + Fgp x c0s45° =
= (- 2.407 kN) x 0.966 + (3.289 kN) x 0.707 =
=-2325+2325=0

X Como queriamos comprobar.

Far 3) Los resultados obtenidos son:
Fec = 4.650 kN (traccion)

Fec=— 3.289 kN (compresion)
Fer = 3.289 kN (traccion)
Figura 5.34 Frec = —2.407 kN (compresion)

Problema 5.8

Para la armadura de la Figura 5.35, hallar |la fuerza en cada barra por el método de

A
x lﬁ

Figura 5.36

los nudos, considerando los datos siguientes:
Fi=5kN

Fo, =4 kN

Fz =10 kN.

La longitud de las barras AB, BC, CD, BD es de
4 m.

El angulo DAB que forman las barras AD y AB es
de 30°.

Solucién

1) Dibujamos el diagrama de solido libre de la
armadura completa, para encontrar las
reacciones en los apoyos (Figura 5.36).

2Fy = Ax+ F2 + (F3x cos60°) =0
XFy=Ay+Cy-F;—(F3xsen60°) =0

ZMA=(8 m)ny—(4 m)xF1 -

—h x (F2 + F3 x cos60°) — (6 m) x (F3 x sen60°) =
=0

de donde,

12
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Ax=—-Fz—(F3xcos60°) =—4 kN — (10 kN x 0.5) =—9 kN
y la altura del triangulo (h) se puede obtener por trigonometria:
h = (4 m) x sen60° = 3.464 m.

SMa = (8 m) X Cy — (4 m) x (5 kN) — (3.464 m) x (4 kN + (10 kN x 0.5)) —
— (6 m) x (10 kN x 0.866) = 0

(8 m) x C, = 103.136 kN m

C,=103.136 kN m /8 m = 12.892 kN

A, = — C, + F1 + (F3 x sen60°) = — 12.892 kN + 5 kN + (10 kN x 0.866) = 0.768 kN

2) Con estos datos, podemos separar las barras y los pasadores, aplicando las
ecuaciones del equilibrio a cada nudo.
! Para el nudo A (Figura 5.37) tendremos:

A, Fap
_____ lL YFy = Ax+ Fag + FApx cos30°=0

AT A Fe X EFy=Aj+Fapxsen30°=0
de donde
Figura 5.37 Fap=—-Ay /sen30° = -0.768 kN / 0.5 = — 1.536 kN
Fas = — Ax — Fap x cos30° = 9 kN + ((1.536 kN) x 0.866)
=10.330 kN

A continuacion tomamos otro nudo para aplicar las ecuaciones del equilibrio.
Tomamos, por ejemplo, el nudo B (Figura 5.38).

y Fap SFy=—Fas+ (FBD X COSGOO) + Fgc=0
ZFy =—F; + (FBD X sen60°) =0

Fag B
- de donde
X Fgp=F1/sen60°=5KkN/0.866 = 5.774 kN
F Fsc = Fag— (Fep x cos60°) =

: = 10.330 kN — (5.774 kN x 0.5) = 7.443 kN

Figura 5.38 Para calcular la fuerza que falta podemos usar tanto el
nudo C como el nudo D. Tomemos el nudo C
(Figura 5.39).

F ¥
* c, $Fy = — Fac — Fep X c0S60° = 0
>Fy,=Cy + Fcpxsen60° =0
C X
Fac E de donde
' Fco=—-Cy/sen60° =—-12.892 kN / 0.866 = — 14.887 kN
, Con ésta ya tenemos todas las fuerzas en las barras de la
Figura 5.39

armadura.

Podemos usar la primera ecuacion para comprobar los resultados,

— Fec — Fecpx cos60° = — 7.443 kN + (14.887 KN x 0.5) =0

También podriamos comprobarlos mediante las ecuaciones del nudo que no hemos
usado, el nudo D.

13
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3) Los resultados obtenidos son:
Fas = 10.330 kN (traccion)
Fap=— 1.536 kN (compresion)
Fec = 7.443 kN (traccion)
Fep=5.774 kN (traccion)
Fcp=— 14.887 kKN (compresion)

Problema 5.9

Para la armadura "Baltimore" de la Figura 5.40, indicar cuales son las barras de
fuerza nula, y hallar la fuerza en las barras KL, KT y JK. Considerar los datos
siguientes: Fy = 5§

Y X \Y U T S R kKN, F2 = 10 kN. Los
triangulos ACZA,
CEaC, .., NPQN
son equilateros de 2
A P m de lado, y los
SA-BCDEFGH I J KLM NKoOM triangulos AEYA y
MPRM también son
Y F, VF, equilateros, de 4 m

de lado.

Figura 5.40

Solucién

1) Primero buscamos las barras de fuerza nula. Para ello, buscamos uniones en
forma de T, sin fuerzas externas aplicadas.

En este caso, tenemos uniones de este tipo en los nudos B, D, F, H, J, L, y O. El
nudo N es diferente al tener la fuerza F, aplicada. Podemos decir, por tanto, que las
fuerzas Fgz, Fpa, Frb, Frc, Fud, FLe, Y Foq son nulas y las barras correspondientes, BZ,
Da, Fb, Hc, Jd, Le, y OQ son barras de fuerza nula.

Para simplificar el problema, y

X __V T S R
verlo mejor, repetiremos la figura
7 al Aol Nl ALdl Kel Kf] ha quitando estas barras de fuerza
A p nula (Figura 5.41)

S c E G 1 K MI[NR ™ ,
Ve V. Ah.ora podemo's ver que hay mas
1 2 uniones en T sin fuerzas externas,
Figura 5.41 lo que indica que hay mas barras

de fuerza nula en esta armadura.
Se trata de los nudos Z, a, b, ¢, d, e, y Q.
El nudo f es diferente, ya que la barra Nf no era de fuerza nula y por tanto no es una
union en forma de T.
Podemos decir, por tanto, que las fuerzas Fyzc, Fca, Feb, Fae, Fkd, Fme, Y Fra Son nulas
y las barras correspondientes, Zc, Ca, Eb, Gc, Kd, Me, y NQ son barras de fuerza
nula.
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X vV U T S R
f
A P
S ¢c E G I K MINR ™
| F, Y F,
Figura 5.42
X vV U T S R
A f |
Ay — Py
Ak c E G | K M |[NN
Y F, | | F,
Figura 5.43

SMa = (16 m)x Py — (10 m) x Fy — (13 m) x F, = 0

de donde,

Pilar Aceituno Cantero

Eliminando estas barras de fuerza
nula (Figura 5.42) simplificamos
aun mas el problema.
Para encontrar las fuerzas que
nos piden, trabajamos con esta
armadura mas simple.

2) Dibujamos el diagrama de
sélido libre de la armadura
completa, para encontrar las
reacciones en los apoyos
(Figura 5.43).
SFy=A«=0
YFy=Ay+Py-F1-F>=0

(16 m) x Py = (10 m) x (5 kN) + (13 m) x (10 kN) = 180 kN m
P, =180 kN m/16 m = 11.25 kN
Ay=—Py+Fy+F;=-11.25kN +5kN + 10 kN = 3.75 kN

3) Una vez obtenidas las reacciones en los apoyos, cortamos la armadura por las
barras cuya fuerza nos pide el problema (KL, KT y JK), o por las mas proximas a

ellas (Figura 5.44).

X Vv T .S R
A (N
Ay
AccC E G I/ K MINN
'\ " F1 " F2
Figura 5.44
FTS=
Fr |\ h A
Fik = Py
5.45).
'F, Y F,
Fy=—Fk—-Fys=0
Figura 5.45

Ya que hemos eliminado todas
las barras de fuerza nula, los
nudos de esas barras (J, L, por
ejemplo) no se ven en la figura,
y la fuerza en las barras KL o JK
son equivalentes a las
correspondientes a las barras
KM o IK. Al hacer el corte de la
armadura hay que tener en
cuenta que no se deben cortar

mas de tres barras para poder resolverlo con las tres
ecuaciones del equilibrio.

A continuacion, dibujamos el diagrama de sélido libre
de la seccién de la armadura que nos interesa (Figura

EFy=FKT+Py—F1—F2=0
EMK=(6m)xPy—(3m)xF2+hxFTg=0

15
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y la altura del triangulo (h) se puede obtener por trigonometria:

h = (4 m) x sen60° = 3.464 m.

(3.464 m) x Frs = (3 m) x (10 kN) — (6 m) x (11.25 kN) = - 37.5 kKN m
Frs =—37.5kN m/3.464 m = - 10.826 kN
Fkr=—Py+F1+F2=—11.25 kN + 5kN + 10 kN = 3.75 kN

Fik = —Frs = 10.826 kN

Para calcular la fuerza que falta hay que plantear las ecuaciones del equilibrio para
el nudo adecuado, el nudo K en este caso (Figura 5.46).

Fy=-FKk+ (FKS X COSGOO) + Fkm=0
ZFy =Fxr—F4 + (FKS X sen60°) =0

de donde

Fks = (F1 - FKT) / sen60° =
=(5kN-3.75kN) /0.866 = 1.443 kN

Fkv = Fik— (FKS X COSGOO) =

=10.826kN — (1.443 kN x 0.5) = 10.105 kN

Figura 5.46 Para comprobarlo podemos usar la otra parte de la
armadura (Figura 5.47).

F:S SFx=A+Fk+Fs=0

o XFy=Ay—Fkr=0
A Y Fer XMa=—(10m) x Fxkr—hxFrs=0

|
Y

A, Fik comprobamos:
0+10.826 kN —10.826 kN =0
Figura 5.47
3.75kN -3.75kN =0
—(10m) x (3.75 kN) — (3.464 m) x (— 10.826 kN) =-37.5+37.5=0

4) Los resultados obtenidos son:
Fk. = Fkm = 10.105 kN (traccién)
Fkr = 3.75 kN (traccion)

FJK = Fk=10.826 kN (traccién)

Problema 5.10

Para la armadura "Fink" de la Figura 5.48, indicar cuales son las barras de fuerza
nula, y hallar la fuerza en las barras DK, DE y El.

Considerar los datos siguientes: F1 = F, = F3=F4 =F5 =5 kN.

Los triangulos BCMB, CPMC, EIQE y EFIE son equilateros de 2 m de lado, vy el
triangulo CEKC también es equilatero, de 4 m de lado.
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Pilar Aceituno Cantero

Solucioén

1) Primero buscamos las barras

Figura 5.48

IFIRA

K
|
A
L lB lc D lE
FY BY RY RY R

Figura 5.49

—

i

TN

K
I
A
- lB lc D JE
Fil Rl R1RY R

Figura 5.50

Ay
A

LTI

e

K
M |
A |B |C b [
Fil FV RV R Fs

Figura 5.51

|

Gy
—C

de fuerza nula. Para ello,
buscamos uniones en forma de
T, sin fuerzas externas
aplicadas.

En este caso, tenemos uniones

de este tipo en los nudos N, L, J

y H. Podemos decir, por tanto,

que las fuerzas FBN, Fp|_, FQJ Yy
Frw son nulas y las barras
correspondientes, BN, PL, QJ y FH son
barras de fuerza nula.

En la Figura 5.49 repetimos la figura
quitando estas barras de fuerza nula.

Ahora podemos ver que hay mas
uniones en T sin fuerzas externas, lo
que indica que hay mas barras de
fuerza nula en esta armadura. Se trata
de los nudos P y Q. Tenemos otras dos
fuerzas, Fpm ¥ Faqi, nulas y las barras
correspondientes, PM y QlI, son barras
de fuerza nula.

Si quitamos estas barras, la armadura
quedara como en la Figura 5.50.

2) Dibujamos el diagrama de solido
libre de la armadura completa, para
encontrar las reacciones en los apoyos
(Figura 5.51).

YFy=A=0

ZFy=Ay+Gy—F1 -F>—-F3—-F4—F5=0
SMA=(12m)x Gy —(2m)xFy -
—(4m)xFa—-(6m)xF3—-(8m)xF4-—
—(10m)xFs=0

de donde,

(12m)x G, = (2 m) x (5 kN) + (4 m) x (5 kN) + (6 m) x (5 kN) + (8 m) x (5 kN) +

+ (10 m) x (5 kN) = 150 kN 'm
Gy =150 kN m /12 m = 12.5 kN

Ay=—Gy+Fq+Fp+F3+F4+Fs=—125kN + (5 x (5 kN)) = 12.5 kN

17
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3) Una vez obtenidas las reacciones en los apoyos, cortamos la armadura por las
, barras cuya fuerza nos pide el
. problema (DK, DE y El), o por las mas
M O préximas a ellas.
Gy, En este caso podemos cortar por la
. barra DE o bien por la barra El, pero
A - ;
‘B ‘C D ‘E ‘F G no podemos cortar las dos a la vez,
1 F2 FS‘ 4 F5

como se puede ver en la Figura 5.52.

A continuacion, dibujamos el diagrama
Figura 5.52 de solido libre de la seccion de la
armadura que nos interesa (Figura

| 5.53), para aplicar las ecuaciones del equilibrio.
Fek m G,
Foe - SFy=— (F|K X COS30°) - (FEK X COS60°) —Fpe =0

E |F ©  3F,=(Fkxsen30° + (Fex x sen60°) + Gy — F4 — F5 = 0
FaV  Fs

SMe = (4m)x Gy — (2 m)xFs+ (2 m)x Fx=0

(2 m) x Fic = (2 m)x (5 kN) — (4 m) x(12.5 kN) = — 40 kN m
Fk=-40kNm/2m =-20 kN

Fex X 5en60° = 2 x (5 kN) — (12.5 kN) + (20 kN x 0.5) = 7.5 kN

Fex = 7.5 kN / 0.866 = 8.661 kN

Foe = —(Fik x c0s30°)—(Fex x cos60°) = (20 kN x 0.866)-(8.661 kN x 0.5) = 12.990 kN

Figura 5.53

y Para calcular otra de las fuerzas (Fg)) hay que plantear
Fe las ecuaciones del equilibbrio para el nudo
correspondiente, el nudo E en este caso (Figura 5.54).

I:EK

____ YFx = — Fpg — (Fexk x cos60°) + Fgr + (Fg x cos60°) = 0
>Fy = (Fek x sen60°) + (Fg x sen60°) — F4=0

: de donde
, Fei= (F4 — (Fex x sen60°)) / sen60° =
Figura 5.54 = (5 kN — (8.661 kN x 0.866)) / 0.866 = — 2.887 kN
iy Para calcular la fuerza que falta (Fpk) hay que plantear

las ecuaciones del equilibrio para otro nudo, el nudo D
(Figura 5.55).

>Fy=—Fcp +Fpe=0
ZFy=FDK—F3=O

. de donde
FDK = F3 =5KkN

Figura 5.55

4) Los resultados obtenidos son:
Fok = 5 kN (traccion)
Foe = 12.990 kN (traccion)
Fei=— 2.887 kN (compresion)
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5.6.- Problemas propuestos
Problema 5.11

Para la armadura de la Figura 5.56, hallar la fuerza en las barras EF, CF y CB.
Considerar los datos siguientes:
F1=6kNyF>=4kN
A B iz Todos los triangulos que forman la armadura
J son rectangulos y tienen los dos catetos
iguales con una longitud de 2 m cada uno.

C
i Solucién
E Fer = 2.828 kN (traccion)
tl D Feor = 2.0 kN (traccién)
E Fcg=— 5.657 kN (compresién)
Figura 5.56

Problema 5.12

Para la armadura de la Figura 5.57, hallar la fuerza en cada barra. Considerar los
datos siguientes:
F F1=F,=5kN
La longitud de las barras AB, BC, CD,
G E BF y CFesde2m.

A D Solucién
“ lB LC - Fgg=Fce=0kN
Fec = 5.773 kN (traccion)
F1 F2 Fas = Fep = 8.660 kN (traccion)
Fer= Fcr = 5.774 kN (traccion)
Fac = Fer = Fpe = Fer = — 10.0 kN
(compresion)

Figura 5.57

Problema 5.13

Para la armadura de la Figura 5.58, hallar la fuerza en las barras EF, CE, CD y CF.
Considerar los datos siguientes: F1 = 10 kN.
G F E -
Todos los tridngulos que forman la armadura
son rectangulos y tienen los dos catetos
iguales con una longitud de 2 m cada uno.

A @ Solucion

B c p | Fer=20.0kN (traccién.)'
Fce = 14.142 kN (traccion)
Fcp = — 30.0 kN (compresion)
Fcr=— 10.0 KN (compresion)

y Fi

Figura 5.58
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Problema 5.14

Para la armadura de la Figura 5.59, hallar la fuerza en cada barra. Considerar los
datos siguientes: F1 = 6 kN, F, = 3 kN, y la longitud de las barras es de 2 m.

F, F, Solucién 5

Fag = Fec = 1.155 kN (traccion)

A E l L Fcp = — 3.464 kN (compresion)

D Fpe = — 1.732 kN (compresion)

Fae = —0.577 kN (compresion)

Fge =— 1.155 kN (compresion)

B C Fce = —5.774 kN (compresion)
Figura 5.59

Problema 5.15

Para la armadura de la Figura 5.60, hallar la fuerza en las barras El, ED y HI.
Considerar los siguientes datos:
= E F1=4 kN,
F2 =6 kN
Todos los triangulos que forman la
armadura son rectangulos y tienen los dos
G . D catetos iguales con una longitud de 2 m
H | cada uno.

Fy F>

Solucion

Fei =—24.0 kN (compresion)
Fep = 19.799 kN (traccion)
Fri = — 14.0 KN (compresién)

Figura 5.60
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